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重み関数法による有限円筒内表面環状き裂の
軸対称任意き裂内面応力下応力拡大係数評価*
飯 井 俊 行*1,渡 邊 勝 彦*i
    Stress Intensity Factor for a Circumferential Crack 
in a Finite Length Cylinder under Arbitrarily Distributed Stress 
      on Crack Surfaces by Weight Function Method
Toshiyuki MESHII and Katsuhiko WATANABE
   A weight function which can be applied in evaluating the stress intensity factor of a circumferen-
tial crack in a finite length cylinder under arbitrarily distributed stress on crack surfaces was derived 
based on the closed form stress intensity factor equation previously developed by the authors. The 
effects that structural parameters, such as cylinder length, and stress distribution have on the stress 
intensity factor can be easily evaluated systematically by applying this weight function. The validity 
of the weight function was confirmed by numerical examples for linear, uniform and quadratic stress 
distribution. From these examples, the effect that cylinder length has on the stress intensity factors 
for these stress distributions was quite large, and the weight function derived in this paper will give 
a practical solution to these problems. 
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1.緒 言
円筒内表面環状き裂(円 筒環状き裂)の 応力拡大係
数(K値)は 圧力容器のき裂を扱 う場合の基本 となる
量の一つである.こ の とき考慮すべき負荷の形態 とし
ては何種類か考えられるが,半 径方向に任意に分布す
る応力がき裂内面に作用する場合のK値 は,所 与の負
荷条件の下でのK値 を評価する上での一つの基本 とな
るものであり重要である.例 えば,圧 力容器において
しばしば問題 となる熱応力下の問題 を考えると,所 用
のK値 はい くつかの外力を受ける問題 に対す る解の重
ね合わせ として求まる場合 も多いが〔り,そ の際,温
度分布に依存 して定まるき裂内面に作用する半径方向
非線形に分布する応力下での解が しば しば大きな割合
を占める.こ のK値 評価手法としては当然有限要素解
析等の各種数値解析法が考え うるが,応 力分布や形状
パ ラメータがK値 に及ぼす影響の系統的把握には労力
の点で難点があり,そ の点重み関数法は,当 該問題に
対する重み関数 さえ与えてお くことができるならばこ
の難点を容易に克服する有効な手段 となると考えられ
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る。
重み関数法はBueckner{z3,Rice(3)によって独立に
導かれた,K値 を計算するための有力な手法の一つで
あり,い ったんある構造のある荷重境界に対する重み
関数を導 くと,こ の構造の同じ荷重境界に任意の荷重
が加 えられたときのK値 が計算可能になる.そ してこ
の重み関数wは 考える構造のある荷重条件に対する
K値K(の,お よびこのときの荷重境界変位uの き裂
長 さQに対する微係数を求めることができれば導 くこ
とができる.過 去においてこの手法がK値 評価 におい
て必ず しも広く用い られていないのは,こ の変位場の
解がきわめて限られた問題に対 してしか得 られていな
い ことにあると思われ る.
円筒環状き裂に目を向けると,Labbensらは長い薄
肉円筒環状き裂面上に軸方向荷重を加える有限要素解
析を行い,こ のときのき裂面上変位 を用いて円筒環状
き裂の重み関数を導いている(4).またNiedらは無限
長の厚肉円筒を仮定 し,級数展開された応力分布 をき
裂面上に与える場合の変位場お よびK値 を内・外表面,
内部 き裂に対 し解析的手法により導いている(S)。し
か しLabbensらも述べているように円筒環状き裂のK
値は円筒長さに強く影響 され,長 い円筒の仮定が成 り
立っためには円筒長さH≧51β(Qは薄肉円筒を弾性支
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持梁に置 き換える際に用いる量で,そ の定義は付録に
示 してある)が 必要であ り(4),実際にはこの条件が
満た されない場合 も多くあるのであるから,こ の制約
の克服には円筒長 さの影響 も考慮に入った重み関数を
求めることが必要 となる.
本研究は以上の ことを踏まえ,き 裂内面に半径方向
任意に分布する応力の下での円筒環状き裂のK値 を,
円筒長 さを含む各種構造パラメータの影響を考慮に入
れた形 で容易に評価可能 とする重み関数を導き,それ
により基本的な問題に対するK値 の具体的評価を試み
るものである.以 下は じめに,出 発点 となる,筆者 ら
が先に導いた,円 筒長 さ等構造パラメー タの影響を含
んだ形での半径方向に線形に分布する応力がき裂内面
に作用す るときのK値 簡易評価 式《6》を示す とともに
同問題におけるき裂面変位を表す近似式を求め,続 い
てこれ らを用いて所用の重み関数を導 く,さ らに得 ら
れた重み関数によりいくつかの具体的問題に対するK
値評価を行い,導 いた重み関数の妥当性について検討
する.
補正係数であり,a(x)として内外面応力差2σbの線形
分布を考えるとき,曲 率の効果 も考えてM。 との関係
は次式で与えられ る.
σ(X)一σ。・[1・W!(6Rm)-2・/明(2)
筆喉 〔耕卜劃
槻
(3)
o(x)
δ
ア
..ルら
H/2
R
m
2.線 形応力分布下のK値 とき裂面変位
本研究で最終的に目指すのは図1に 示す円筒内表面
環状 き裂のき裂内面に任意の応力分布σ(x)が加えられ
る場合のK値 評価であるが,筆 者 らはこの{κx)が図2
のように,破 線となっている部分を含めて軸対称曲げ
モーメン トM,。となるよ うな線形分布をする問題に対
するK値 の簡易評価式を次のように導いている(6).
κ一ω 一Wプ{要 痂 ・へ(a/W)}(1)
σ(x)
ア
7θ
H/2
H/2
R
m
Fig.1Acylinderwithacircumferentialcrack
underarbitrarilystressdistribution
ここにZ=解!6,FMは 片側 き裂梁 の純 曲げ下有 限幅
Fig.2Acylinderwithacircumferentialcrack
underlinearstressdistribution
式(1)は円筒部分を弾性支持梁,き 裂部分を長 さの
ない適切なコンプライアンス(具 体的には純曲げを受
ける無限長片側き裂梁において,き 裂が入ることによ
るコンプ ライアンス増分温)を 有する回転バネで置
き換え,何 段階かの考察を経て図2の 問題 のK値 が
(野・Mo)の純曲げを受ける片側き裂梁のK値 として近
似的に評価できることに基づき導いたものであ り,こ
の式により問題のK値 が実用上十分な精度で評価でき
ることは先に確認 した通 りである(6}ここでWjは円
筒の構造パ ラメータにより定まる量であ り,付 録にそ
の定義を示してある。
さて式(1)により図2の 問題のK値 が評価で きる と
い うことは,き 裂近傍においてその応力分布が,片 側
き裂梁が(野・Mo)の純曲げを受 ける場合の応力分布に
近い といえるとい うことであ り,変形にっいても同様
のことがいえると考えられ る.と ころで,純 曲げM。
を受ける片側き裂梁のき裂の開 口端における開口変位
Sbeamにっいては次章に具体的に示すように簡便評価式
の形で与えられている.そ こで,こ こではそれを活用
してき裂面の変位 に関す る近似式を次のように導 く.
き裂の開口端 における開 口量δは上のことより次の
ように与えられる.
δ(Q)言弓グ∫Sbeam(a)(4)
いま .v方向の変位uyを次のようにき裂先端か らの位
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置(r,6」の関数 として漸 近解 によ り与 え ることを考 える.
uy=捻 々x
(5)
ne
rcsin--
2+n‐sin2〔号 一の θ一[号+←1)"sin}
Gは せ ん断弾性 係数,Kはvを ボ ア ッソン比 と して 平面
応 力 場 で(3-v)/(1+の,平面 ひ ずみ 場 で(3-4v)とな る量
で ある.こ の ときき裂面 上につ いて考 える と,θ=± π
で あ り,こ の場合 にne3項 ま でを とる と,uyは次 の
よ うに書 ける.
・。=±4・1F(A,-A、・)/E' (6)
E'は平 面応力場 でE:ヤング率,平 面ひずみ 場でE/(1一の
とな る量で あ る.符 号 の±は各 々 き裂 の上 下面 に対 応
す る.こ の ときA〆 飯 は応 力拡大係 数KM。(ので あ る
の で,C3=A」/2nと お き さらにr=a-xで ある こと
を用 い る と,き 裂 面 にそった各位 置 におけ る開 口量U
=uy{x,ア=+0,の一uy(x,y=-o;のは次 の よ うに書 き表 さ
れ る.
綱 ・蕃停 悌)-q・圃(7)
さて,x=0に てvは 円筒 内面で のき裂 開 口変位bra)
に等 しくな る はず で あ るか ら,こ の関係 を式(7)に適
用す るこ とに よ り,係 数C3が 次 の よ うに求 ま る.
C3-1
R〔輪 ω 幕 ・8(a)(8)
以 上 よ り,き 裂 の開 口量vを 次式 にて近似す る.
v(x;a)=
爵{偏 の一a-xa〔㌔ ω一籍 ・δω〕]
3,円筒環状 き裂の重み関数導 出
(9)
3・1円 筒 環 状 き裂 の 線 形 応 力分 布 下 き裂 開 口量
まず 円筒環 状 き裂の線 形応力 分布 下き裂の開 ロ端にお
け る開 口量 δを表す式(4)の妥 当性 を確認 した.片 側 き
裂 梁の端 部での き裂 開 口変位 δΣ,。柳の近似 式 として次式
σDを用 い計算 した円筒環 状 き裂の δと,有 限要 素解析
に よる結 果姦鮒 を図3に 比較 した.
4Ma・a・V(a/W)(10)beam(の=ZE'
Y(ξ=a!w)1'-L7ξ+2.4ξ2+0.661(レξ)2._.._.(11)
計算 は式(2)にて内外面応 力差2σb=19.6MPaの線
形応 力分布 に対 し行 い,ヤ ング率E=206GPa,ボ ア
ッソン比v=0.3とした.円 筒 半径 肉厚 比Rノ 〃ニ10.5,
肉厚W=10mm,ア スペ ク ト比H/W=4,10の 円筒形
状 に対 し,各 々無 次元 き裂長 さQ/w=0.1,0.a,a.3,
0.4,0.5,0.6の計算 を 行 った.結 果 は同 じ値 の モー
メ ン トの純 曲げ を受 け る片 側 き裂 梁 の き裂 端 開 口量
ubeomで無次元 化 し,整 理 を行 った.
図3よ り,円 筒 環状 き裂の線形応 力分布 下のき裂 開
口端 での き裂開 口変位 δが式(4)によ り実用 上十 分な精
度で評価 で きるこ とが確認 で きた.
1.0
0.9
1'譜
唆 》0.7
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◎d .6
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o.a鳴
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0.1
0.o
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一一δ/δ㎞
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Fig.3Crackopeningattheedgeunderlinearstress
(Rノ〃7=!05,W=10mm)
次 に,き 裂 面上 の開 口量UFEMを上記 の 有限 要素 解
析の うちH/W=4,α〃=0.6の 場合 に対 し拾い 出 し,
これ を式(9)による開 口量Uと 図4に て比 較 した 。図
中参 考の ため,式(9)中riizに対応す る項 のみに よ り開
口量UKを 破線 で示 した.
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Fig.4Crackopeningalongthecrackunderlinearstress
(R,,,/W=10.5,H/W=4,a/W=0.b,W=10mm)
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図4よ り式(9)により円筒環状き裂の線形応力分布
下き裂開 口量が実用十分な精度で表すことができるこ
とが確認できた.た だ し,この開口量の近似精度が重
み関数を求めるに十分なものであるかは,こ の開口量
をもとに求めた重み関数を用いてK値 を計算 し,これ
を他の手法により求めた解 と比較を行 うことにより最
終的な確認ができる性質のものであることを付言 して
お く.
3・2垂み関数の導出 一旦変位場が求まると,
このき裂長 さaに よる偏微分を行 うことにより重み関
数wが 求 まる.そ して,荷 重が加え られる境界上で
の積分を行 うことにより,所用のK値 を計算できる.
ところで,図1の 問題の ように,き 裂面上が荷重境
界であ り,かつ構造,応 力分布がき裂に対 し対称であ
る場合には,き 裂開口量uは き裂面上変位u」,の絶対
値の2倍 であること,そ してK値 を求めるのにき裂上
下面での積分を行 う必要があることより,このき裂開
口量 びを用いて重み関数をき裂面上で定義 し,これ
を用いてき裂内面に任意の分布応 力σ(X)が作用す ると
きのK値 を次のように求めることができる(3),(4).
綱 董2κ蔦 ω ・穿)(12)
K(の=∬篶 σ(x
')・w(x;a}dx(13)
ここに,R、は内 半径 で ある.
従 って式(D,(4),(10)を式(9)に代入 して式(12)に適
用す る ことによ り,重 み関数wが ξ=a/Wと して次の
よ うに導かれ る.
唯;の ・【・扉・2研・応 Ψ ズFM】
二孤 馬 伽 鮒 如 一X}・筆
綱 伽 プ(yGX・悪}+回 ・餐)('4)
叩 伽 卿 ・+2a(a-x)・of]}
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て 導か れた もので あ る.そ こで こ こでは,式(2)にて
内外 面応力差2σb=19.6MPaとなる線形応 力分布 の場
合 に つい て式(14)の重み 関数 を 用 い て計 算 したK値
Kwerghrと対応 す るKM。(のを図5に て比較 した ・ 円筒半
径 肉厚 比R　fW=10。5,アスペ ク ト比H/W=4,10;肉
厚W=10mmで あ り,材 料 定数 は3・1節 と同一 の も
の を用 いた.式(3)で定ま るモ ー メン トM,。を受 ける純
曲げ下無 限長片側 き裂梁 のK値KMObeamで無次 元化 し
て示 してあ る.
KMObeom(a)普砺 ・馬(ξ・景)(15)
計算 に用いたF〃σ},そ して 野の算 出に用い た』λ伊 ⊃の
具体式 は次の通 りであ る.
FM(ξ)ニ1語.°.923+α1gga-・i・(πξ!2)}4…(16>
cos(πξ12)
△λ(ζ)=
πξ2
π(1.1215)z
1.2
ξ2
2E'(1一 ξ)z(1÷2の'
・【1+ξ(1一ξ)(0.44+α25ξ)}〈b12
w
(17)
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
。?
1.0
o.$
0.6
0.4
0.2
00
一一.._..一一 一 一一 一1
■ κw。igh,/KMObeam
_1(脚 〃(MObeam
?
召 ノ〃「
=10
4.重み関数 によるK値 試算
ここでは,き 裂を含む面上の応力分布σ(x)として線
形,一 様,放 物線型応力分布を例 として取 り上げ,式
(14)の重み関数にて計算 したK値 を有限要素解析等に
より求めたK値 と比較 し,この重み関数の妥当性にっ
いて確認す る.
4・1線形応力分布(軸 対称 曲げ)下K値 重み
関数の導出に用いたが,式(1)のKM。(のは線形応力分
布下の問題に対す るK値 の簡便評価 を与えるもの とし
0 0.2
0
0.4 o.s
Fig.5ComparisonofKunderlinearstress
(R。/W=10.5)
KMoおよび導 いた重み 関数 の精 度 に依存 す るわ けで
あ るが 両者 は本来完 全に一致す べ き もの であ り,図5
の結 果 はまず まず の もの とな って い る こ とがわ か る
(最大差3.2%).これ よ りここでの重 み関数 は基本 と
な る円筒環 状 き裂 のき裂内面線形 応力 下K値 を,円 筒
長 さの影響 を含 め,実 用上十分 な精度 で評価 で きる も
の と判断 され る.こ こでH/W=4,10ともにLabbens{4}
が指 摘す る円筒長 さの影響 が な くな る5〆β=iz6mm
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よ りも短 い円筒 であ るが,こ の範 囲 で円筒 長 さが当該
K値 に顕 著な影響 を及 ぼす こ とも読み とれ る.
4・2-一様 応 力 分布 下K値 次に,σ(X)=ah,=9.8
MPaの 一様 応力分布 の場 合 につ き,式(14)の重 み関数
を用 いて計 算 したK値1(壷,8んrと有限要 素解 析 によ り求
め たK値KFEMを 図6に て比 較 した.円 筒形 状,材 料
定数 は4・1節 と同 じと した.比 較 に際 し,同 じQNを
受 け る一様 応力 下無限長 片側 き裂梁のK値KNbeamで無
次元化 した.
KNbenm(・ドσ・痂 ・FN(ζ一aW)(18)
こ こでFNは 無限長 片側 き裂 梁の 一様応 力下有 限幅の
補正係 数 で,計 算 には次式 を用 いたの.
FN(ξ)。1t㎝璽.α752・a.°2ζ+α37{1-・in(箔ξ12)}3
πξ2cos(π ξ!2)
{19)
図6よ り,こ の重み 関数 が基本 とな る円筒環 状 き裂
の一様応 力下K値 を,円 筒長 さの影響 を含 め,実 用 上
十 分 な精 度で 計算 でき るこ とが確認 で きた.
4・3放 物線 型 応 力分 布 下K値 次に,σ(X)・・
(1-x!W)ZMPaの放 物線型 応力分布 の場合 にっ き,式
(14)の重み 関数 を用 いて 計算 したK値Kweeghtと有限 要
素解 析 に よ り求 めたK値KFEMを 図7に て比較 した 。
円筒形 状,材 料定 数は4・1節 と同 じと した.比 較 に際
し,Labbensの長 い 円筒 に対す る重み 関数 を用い て計
算 した κ乙。δわ。、(りに より無 次元化 した.
図7よ り,こ の重み 関数が 円筒環 状 き裂の放物線 型
応力 分布 下K値 を,円 筒 長 さの影 響 を含 め,実 用 上十
分 な精度 で計算 で きる ことが確認 で きた.
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Fig.6ComparisonofKunderuniformstress
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き裂内面に半径方向任意に分布する応力の下での円
筒環状 き裂のK値 を,円 筒長 さを含む各種構造パ ラ
メー タの影響を考慮に入れ た形で容易に評価可能 と
する重み関数 を導いた.こ の過程 で円筒環状き裂の
線形応力分布下き裂の開 口端における開口量簡易評
価式 も導いた.
導いた重み関数によ り線形,一 様,放 物線型応力
分布 に対するK値 を求 め,こ れを有限要素解析等に
より求めたK値 と比較を行 い,こ の重み関数によ り
実用上十分な精度で当該K値 が算出可能であること
を確認 した.ま た,今 回検討 したいずれの応力分布
に対 して も当該K値 は円筒の長 さに強 く影響を受け
ることが確認 された.
Fig.7ComparisonofKunderquadraticstress
(Rm/YY=10.5)
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この コンプライ アンスを用い る ことによ り,本 文 中
図2の よ うに,破 線 となってい る部分 を含め て軸 対称
曲げモー メン トM。 とな るよ うな線形 応力 分布 をき裂
面上 に加 え る 問題 の き裂 近 傍 に お け るモ ー メ ン ト
(吻・鵡)を与 え る係数 脅は,純 曲げ を受 ける片側 き裂
梁 の き裂 が入 る こ とに よる コ ンプ ライ ア ンス 増分 』λ
を用 いて次式 にて与 えられ る(6}.
豚r=λげノ(λ毎+△λ)(A3)
?
?
付 録
?
L⇒L
R
m
本 論文 中に現 れ る下付 き記号 を付 した コン プライ
ア ンス砺 は,図A1左 の軸 対称 曲げ モー メン トを受
け る円筒 を置 き換 え た図A1右 の両端 にモー メン ト
を受 け る弾性 支持 梁 問題 に おい て 定義 され る コン ブ
ライ ア ンス で あ る.弾 性 支持 梁 のバ ネ 定数kは,形
式 的 に 曲げ剛 性EIをD=EWj/12(1一ゾ)とし,次 式 に
よ り与 え られ るt9).
EWk=4/34D;β4・=(A1)
4RmD
ここにs凡:平 均 半径,W:肉 厚,E:ヤ ング率,v:ボ
ア ッソン比,で あ る.、βは長 さの逆数 の次元 を有 す る.
このβを用い る こ とに よ り,Hetenyiが弾性 支持梁 に
対 し導 いた コンプ ライア ンス(io>を円筒用 に書 き換 え,
図A2に 示す 弾性支持 梁が左端 で 曲げモー メン トを受
け る ときの コンプ ライ ア ンスん が次 の よ うに書 け る
{6レ
.
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Fig.AlReplacementofaxisymmetricbendingproblem
ofacylinderbyabeamonelasticfoundation
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